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MATHEMATICS 
EIN EINHEITLIOHES VERFAHREN ZUR DEFINITION VON 
ABSOLUT- UND BEDINGT-KONVERGENTEN INTEGRALEN. III 
VON 
J. RIDDER 
(Communicated at the meeting of November 28, 1964) 
In diesem Teil werden erstens aequivalente Definitionen ftir das spezielle 
Denjoy-Stieltjessche und das Perron-Stieltjessche Integral gegeben bei 
Zugrundelegung eines Mengenkarpers K mit Basis Ko (§ 1), welche sich 
in einfacher Weise aus den ftir Intervalle definierten De-St. und Pe-St. 
Integralen unserer Arbeit- Uber Perron-Stieltjessche und Denjoy-Stieltjessche 
Integrationen, Math. Ztschr. 40 (1935), 127-160, insbes. S. 128-150 27 ) 
herleiten lassen. 
Ebenso wie die Lebesgue-Stieltjesschen Integrale ftir den Karper K 
als Spezialfalle der allgemeinen Riemann-Integrale ftir K betrachtet 
werden kannen (siehe Teil IIbis, § 12, die Spezialfalle zu den Theoremen 
19, 19bis ) ist dies ftir die eben genannten Integrale del' Fall, wie dies im 
weiteren Verlauf folgen wird. 
AuBerdem folgt eine Erweiterung der allgemeinen Riemann-Integration, 
welche die allgemeine DS-Integration umfaBt. SchlieBlich zeigt sich in 
einfacher Weise wie die Denjoysche Totalisation von Reihen sich als 
Denjoy-Stieltjessche Integration auffassen laBt. 
PS-Integrale und spezielle DS-Integrale ftir Mengen eines 
Karpers K. 
§ 13. Wie in I, § 1 sei 1p(i) eine endlichwertige, beschrankt additive 
Segmentfunktion, definiert ftir aIle Segmente in Rl und von beschrankter 
Variation auf jedem Segment. Bei ao fest und ao<x, ix - [ao, x] sei 
iX(x)=1p[ix ], bei ao>x und ix = [x,ao] sei iX(X) = -1p[ix ], daneben iX(aO)=O. 
Dann ist der Wert von iX(X) in ihren (abzahlbar vielen) Unstetigkeits-
punkten ohne EinfluB auf die Werte der aus 1p ftir die Mengen des 
Karpers K (in I, § 1) abgeleiteten Mengenfunktion @. Dies bleibt somit 
der Fall, wenn man in einem solchen Unstetigkeitspunkt ~ iX den (neuen) 
Wert lim HiX(~-hl)+iX(~+h2)] (~-hl und ~+h2 Stetigkeitspunkte 
h,->O. h,->O; 
h,>O.h,>O 
von IX) zuerteilt. 
27) Die Ubertragung der weiteren aequivalenten Integraldefinitionen dieses 
Teiles der zitierten Arbeit folgt in analoger Weise. 
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Wir durfen somit voraussetzen, daB rlie Mengenfunktion if> aus einer 
Segmentfunktion 1J!(i) hervorgeht, welche selbst, mittels 1J!{[XI, X2J}= 
= iX(X2) - iX(XI) (Xl < X2), aus einer Punktfunktion iX(X) erhalten wird, die 
auf jedem Segment von beschrankter Variation ist, und fur die in ihren 
Unstetigkeitspunkten ~ immer iX(~) zwischen iX(~ - 0) und iX(~ + 0) liegt. 
Der Zusammenhang zwischen iX(X) und den aus iX(X) hervorgehenden 
Punktfunktionen t(x), p(x), n(x) der totalen-, positiven- und negativen 
Variationen 28) einerseits, und der aus 1J!(i) gemaB I, § 1 fur die Mengen 
des Korpers K hervorgehenden Mengenfunktion if> und den aus if> fur 
K abzuleitenden totalen-, positiven- und negativen Variationen, T, G 
und g, andererseits, wird fur jedes (offene) Intervall i(XI, X2) ~ io durch: 
if>[i(xI, X2)]= lim 1J!{i[XI +hl' x2-h2J} (zwischen if> und iX (oder 1J!)), 
hc·~OI h2~O; 
h,>O.h.>O 
und analoge Relationen zwischen T, t; zwischen G, P; und 
zwischen g, n, 
fur jeden Punkt X E io durch 
if>[{x}]= lim 1J!{i[x-hl , x+h2J}, und analoge Relationen zwischen 
h,_O. h.-O; 
h,>O.h.>O 
T, t; zwischen G, P; und zwischen g, n, 
gegeben. T und t fuhren dadurch in io zum selben a-Korper von (if>- und) 
T-meBbaren und (iX- und) t-meBbaren Teilmengen; die zugehorigen 
regularen und vollstandigen T- und t-MaBe sind einander gleich, ebenso 
wie die if>- und ex-MaBe. 
Dieser Zusammenhang ermoglicht, unter Anwendung der in Teil IIbis, 
§§ 10 u. 10bis gegebenen Definitionen von Ableitungen in bezug auf T 
und auf if> und der unten folgenden Definitionen von unteren und oberen 
Derivierten der gleichen Art, aus der Aequivalenz der verschiedenen, 
in Math. Ztschr. 40, S. 128-150 gegebenen Integraldefinitionen von 
Perron- und von Denjoy-Typus fUr Intervalle unmittelbar zu der 
Aequivalenz von analogen Integraldefinitionen fur Mengen des Korpers K 
zu schlieBen. Von den letztgenannten Definitionen lassen wir Beispiele 
folgen. 
Definition. FUr eine in den (offenen) Teilintervallen i von io 
definierte Intervallfunktion 'P(i) gibt es im Punkt X E i o, mit T[{x}] = 0, 
jedoch keiner Umgebung i(x) mit T[i(x)]=O, eine untere [obere] Derivierte 
in bezug auf T, PT;x'P[DT;x'P] gleich lim in~ [lim sup] ~~~tn, wobei 
>(x)-x ~ X 
i(x) ~ io Umgebung von x, mit Endpunkten yom T-MaB Null, und sich 
in x zusammenziehend. Gibt es Umgebungen i(x) von x mit T[i(x)] = 0, 
28) Man nehme etwa a<a, und fUr die Punkte x von io t(x), p(x), n(x) als totale-, 
bzw. pos.-, bzw. neg. Variation von IX tiber [a, x]. Vergl. auch Math. Ztschr. 40, 
s. 128. 
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und ist dann auch immer P[i(x)] = 0, so betrachte man PT;xP[DT;xP] 
zwar als existierend, jedoch von unbestimmtem Werte. 
In einem Punkte x E io mit T [{x}l~ 0 definiere man fur eine auch 
fur einzelne Punkte festgelegte Mengenfunktion P: 
Definition F. In io = (a, b) ist eine fur die Teilmengen E K endliche, 
beschrankt additive Mengenfunktion Po eine zu der in io gegebenen Punkt-
lunktion I adjungierte T-Majorante, wenn: l. ffir aIle Punkte x E io mit 
T[{x}]=O auch Po[{x}]=O ist; 2. Po in jedem Punkte x Eio stetig ist, 
washeiBen soIl: ausa;;;,p < q;;;, bfolgtimmer lim Po[(p,q)] = lim Po[(p,q)] = 0 
(vergl. I, Theorem 5); 3. die untere T-Derivierte von Po existiert, *-00 
und ~/(x) ist in allen Punkten x von io, eine (ev. leere) abzahlbare 
Menge von Punkten wie unter l. ausgenommen 29). 
Definition G. Die in io fur die Teilmengen von K endliche, be-
schrankt additive Mengenfunktion P u ist eine zu I in io adjungierte 
T-Minorante, wenn: l. fur aIle Punkte x E io mit T[{x}]=O auch 
Pu[{x}] = 0 ist; 2. P u in jedem Punkte x EiO stetig (siehe Def. F, 2.) ist; 
3. die obere T-Derivierte von P u existiert, *+00 und ;;;,/(x) is in allen 
Punkten x von io, eine (ev. leere) abzahlbare Menge von Punkten wie 
unter l. ausgenommen 29). 
Gibt es zu I in io sowohl eine T-Majorante Po wie eine T-Minorante P u, 
so ist P o - P u nicht-negativ fur die Mengen von K in i0 30). 
Definition H. Uber io existiert da8 Perron-Stieltje88che Integral von 
I in bezug aul T, falls 
untere Grenze aIler Po[io]=obere Grenze aller Pu(io]; 
der gemeinsame Wert dieser Grenzen ist dann der Wert des Integrals 
fto (PS) I dT 31). 
Daraus laBt sich die Existenz des (unbestimmten) PS-Integrals in 
bezug auf T fur alle Teilmengen von io, E K folgern; dabei ist dann 
fur jede aus einem einzelnen Punkt x E io aufgebaute Menge {x} immer 
fIx} (PS)/dT=/(x). T[{x}], wenn ev. ±00·0=0 gesetzt wird. 
§ 13bis • Definition F*. In io = (a, b) ist eine fur die Teilmengen E K 
beschrankt additive Mengenfunktion Poo eine zu der in io gegebenen 
Punktlunktion I adjungierte W-Majorante, wenn sie in io eine a:djungierte 
T-Majorante (im Sinne der Def. F) ist der Funktion 10, die in jedem 
Punkte x E io, in welchem DT;i W existiert, gleich I(x). DT;i wist 
29) In einem Unbestimmtheitspunkte von pplJlo oder DplJlu betrachten wir 
die Bedingungen aus Def. F, 3. bzw. Def. G, 3. als erfiillt. 
30) Es impliziert auch die Endlichkeit von f in den Punkten x mit T[ {x}] :;toO. 
31) Vergl. loco cit. 28), S. 136-141 (§ 5), insbes. Def. 6. 
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(± =·0=0), und in den ubrigen Punkten von io (eine Menge vom 
T-MaB Null) z.B. gleich Null genommen wird. 
Definition G*. Eine fur die Teilmengen E K von io beschrankt 
additive, endliche Mengenfunktion Puo ist eine zu f in io adjungierte 
(jJ-Minorante, wenn sie in io eine adjungierte T-Minorante der in Def. F* 
eingefuhrten Funktion /0 ist. 
Definition H*. Hat f in io sowhol (jJ-Majoranten wie (jJ-Minoranten 
im Sinne der Def. F*, G*, und ist die untere Grenze aller PoO(io]=die 
obere Grenze aller PuO(io], so ist dieser gemeinsame Wert del' Wert 
des Perron-Stieltjesschen Integrals von f in bezug auf (jJ uber io, Sio (PS) f d(jJ 32). 
Wieder laBt sich dann die Existenz des (unbestimmten) PS-Integrals 
in bezug auf (jJ fur aIle Teilmengen von io, E K folgern; bei ~ E io ist 
SW (PS) f d(jJ = f(~)' (jJ[ {~}], wobei ev. ± =·0 = 0 zu nehmen. 
§ 14. Definition J1. Ein unbestimmtes spezielles Denjoy-Stieltjessches 
Integral in bezug auf (jJ der Funktion f in io ist eine fur die Teilmengen 
von io und E K beschrankt additive endliche Mengenfunktion, welche 
fur {nCio den Wert f(~)·(jJ[{n] hat (ev. mit ± =·0=0), stetig ist in 
den Punkten von io (im gleichen Sinne wie Po in Def. F), wahrend 33) 
jede perfekte Teilmenge P von io ein Stuck m (mit den Endpunkten p 
und q) enthalt derartig, daB: a) f uber m- [{p}+{q}] ein Lebesgue-
Stieltjessches Integral in bezug auf m,p 34) hat; b) die Oszillationen des 
unbestimmten DS-Integrals in bezug auf (jJ von f in den (offenen) zu 
m komplementaren Teilintervallen (Pn, qn) [d.h. die oberen Grenzen von 
IS<T,8) (DS) / d(jJ1 bei (r, s) ~ (Pn, qn)] von (p, q) eine konvergente Reihe 
bilden, wobei dann: 
00 
S<p,q) (DS) f d(jJ= Sro-[(p)+(q)] (LS) f dm,p+ L S<Pn,qn) (DS) f d(jJ. 
Aequivalent 35) mit Definition J1 ist die 
Definition J 2• Ein unbestimmtes spezielles D.-S. Integral in bezug 
auf (jJ von / in io ist eine fur die Teilmengen von io und E K beschrankt 
additive endliche Mengenfunktion, welche sich durch folgende Konstruk-
tionsprinzipien mittels transfiniter Induktion erhalten laBt: 1. fur {n C io 
ist Sw (DS)fd(jJ=f(~)·<p[{n] (ev. mit ± =·0=0); 2. existiert das 
Integral fur jedes Intervall (p, q) C (c, d) ~ io, so soIl der Grenzwert 
lim S<p,q) (DS) f d(jJ existieren; dieser ist dann der Wert von 
'P->c.q.-d; 
c<p<q<d 
32) Vergl. lac. cit. 28), S. 147-149 (§ 11), insbes. Def. 10. 
33) Mit einem bekannten Baireschen Satz und transfiniter Induktion folgt, 
daJ3 die hier folgende Annahme sich ersetzen laJ3t durch: io ist Summe von 
abzahlbar vielen perfekten Mengen ron und einer abzahlbaren Teilmenge, wobei 
fin bezug auf jede Menge ron die gleichen Bedingungen a), b) erfiillt wie im obigen 
Texte in bezug auf ro. 
34) Siehe I, § 4bis • 
35) Vergl. lac. cit. 28), S. 147-149 (§ 11). 
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S (c, d) (DB) 1 dfP; 3. die beschrankte Additivitat ftihrt aus Integralen tiber 
(p, q), {q}, (q, r) (bei p<q<r) zu dem Integral tiber (p, r); 4. jede perfekte 
Teilmenge P von io (mit den Endpunkten c, d), welche die Eigenschaft 
hat, dan in den in bezug auf (c, d) komplementaren (offenen) Intervallen 
von P das (unbestimmte) DS-Integral schon bekannt ist, solI ein Sttick m 
(mit den Endpunkten p und q) enthalten, derartig, dan: a) 1 tiber m 
ein LB-Integral in bezug auf m<p hat; b) die Oszillationen des unbestimmten 
DB-Integrals in den (offenen) zu m komplementaren Teilintervallen 
(pn, qn) von (p, q) eine konvergente Reihe bilden; dann ist der Wert 
von SCp,q») (DB) 1 dfP gleich 
00 
Sro-[{p)+{q)] (LB) t dm<p+ L S(Pn,qn) (DB) t dfP, 
woraus dann auch ein analoges Verhaltnis ftir aIle perfekten Teilmengen 
von m folgt. 
Satz. Die Definitionen J k (k= 1,2) und H* sind einander aequi-
valent 36). 
Bemerkung. Zu einer in io definierten Funktion 1 ist adjungiert 
eine Funktion to, die in jedem Punkte x E io, in welchem DT;ifP existiert, 
gleich l(x)·DT;xfP ist, und in den tibrigen Punkten von io (eine Menge 
vom mT-Man Null) z.B. gleich Null genommen wird. Dann existieren 
die unbestimmten speziellen DB-Integrale von 1 tiber die zum Korper K 
gehorenden Teilmengen von io in bezug auf fP und die unbestimmten 
speziellen DB-Integrale von to in bezug auf T tiber dieselben Mengen 
gleichzeitig, und haben ftir jede solche Menge denselben Wert 37). 
Verhaltnis der PB- und DB-Integrale zu den allgemeinen 
Riemann-In tegralen. 
§ 15. Theorem 20. io [a, b] enthalte eine perfekte Teilmenge E 
mit Endpunkten a, b, und mit den zu io komplementaren Intervallen 
in - (an, bn) (n=l, 2, ... ): 
00 
n=l 
Unter Anwendung der in I, § I; II, § 4 eingeftihrten Notationen Sel 
f-lT das allgemeine T-Man. 1st 1 definiert ftir die Punkte von io, so sei 
00 
10 = 1 in den Punkten von i o· E, und = 0 in den Punkten von Lin. 
n=l 
Aus den Annahmen: 1° 10 hat ein LB-Integral tiber io in bezug auf f-lT; 
2° es existieren die allgemeinen R-Integrale von 1 tiber die Intervalle in 
in bezug auf T, Sin 1 dT, mit den Oszillationen w[in, I; T] = obere Grenze 
00 
der ISH 1 dTI ftir aIle Mengen HE in, E Ko endlich; 3° die Reihe L w[in, I; T] 
ist konvergent, n=l 
36) Vergl. loco cit. 28), S. 147-149 (§ 11), insbes. Def. 10, 11 und Satz 20. 
37) Vergl. loco cit. 28), S. 149, yorletzten Absatz yon § 11. 
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laBt sich die Existenz des allgemeinen R-Integrals von I uber ~o III 
bezug auf T folgern, wobei dann: 
00 
(52) StoldT = Sio(LS)/od/-lT + 2,Stn l dT 
n=l 
00 
= SE (LS) I d/-lT + 2, Stn I dT. 
n=l 
Beweis. Es wird genugen (52) zu beweisen fur den Fall daB I in 
den Punkten von io endlich, und in den Punkten von E - [{a} + {b }] 
gleich Null ist, da der allgemeine Fall sich mit Def. Cbis (§ 7) und den 
Theoremen 1 (§ 2) und 19 (§ 12) aus diesem Spezialfall ableiten laBt. 
Es sei also I - 0 auf E-[{a}+{b}]. Aus der Annahme 3° folgt bei 
s> 0 die Existenz einer naturlichen Zahl y mit 
00 
(53) 2, w[in, I; T]<s. 
Fur jedes n, mit 1 ;:;;;n;:;;; Y, gibt es zu s/2n in in eine endliche Menge En 
von Trennungspunkten ~n(j) (mit T[{~n(j)}]#O) und eine Riemann-Klasse 
2! [in], mit zugehOriger (mehrwertiger) Riemann -Sum me F [f ; {2! [in], En ; T}], 
fur die (gemaB Def. C): 
(54) IStnldT-F[f; {2![in],En;T}]I<s/2n; 
durch ev. Einschrankung von 2![in] folgt, daB es dabei immer moglich 
ist vorauszusetzen, daB die durch 2![in] den Punkten von in zugewiesenen 
Umgebungen ganz zu in gehoren; auBerdem daB die den Punkten 
aI, bI, a2, b2, ... , a., b. zugewiesenen Umgebungen paarweise disjunkt sind. 
Auch fur jedes n> Y gibt es eine Relation wie (54). Sind 
an=~n(O) <~n(I) < ••• <~n(jn+l) =bn 
die aufeinander folgenden Trennungspunkte aus En+ {an} + {bn}, so 
schranke man die dies en Punkten durch 2![in] zugewiesenen Umgebungen 
derartig ein, daB sie paarweise disjunkt sind, und daB die Umgebungen 
von an und bn auch keine gemeinsamen Punkte mit den Segmenten 
il, ... , i. haben. Fur die zwischen zwei aufeinander folgenden Trennungs-
punkten ~n(i), ~n(i+I) liegenden Punkte schranke man die diesen Punkten 
durch 2![in] zugewiesenen Umgebungen derartig ein, daB sie ganz zu 
(~n(t), ~n(i+l») gehoren. In dieser Weise geht 2![in] in eine engere Riemann-
Klasse 2!*[in] uber; En ersetzen wir durch die leere Menge O. Dann wird 
jede {2!*[in], 0; T}-Zerlegung von in auch {2![in], En; T}-Zerlegung sein; 
die Menge der Werte der Riemann-Summe F[f; {2!*[in], 0; T}] ist Teil-
menge der Wertemenge von F[f; {2![in], En; T}], wodurch aus (54) 
(bei n> y) ebenso folgt: 
I Sin I dT - F[f; {2!*[in], 0; T}]I < s/2n, 
also auch: 
(55) O;:;;;F[o][f; {2!*[in],O;T}]-F[u][f; {2!*[in], 0; T}]<sj2n-I (n>Y). 
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Mit (55) folgt dann 38), aus an-;£Pn<qn-;£bn, 
/f[Pn,qn]tdT- W n /<e/2n-1, wobei Wn "Beitrag" im Sinne von FuBn. 38 
von [pn, qn] zu einem wiIlkurlichen Wert von F[f; {m:*O[in ], 0; T}] 39). 
Jedem Punkt x E E, welcher nicht zu den an, bn gehort, sei eine 
Umgebung i(x) zugewiesen, welche keine Punkte mit den iI, ... , i. ge-
mein hat. 
Die den Punkten der in(n= 1,2, ... , Y, .•. ) und von E im vorigen 
zugewiesenen Umgebungen bilden eine Riemann-Klasse m:[io] fur io; 
die endliche Menge H =EI +E2+ ... +Ev wird als zugehorige Menge von 
Trennungspunkten gewiihlt. Fiir jede {m:[io], H; T}-Zerlegung S[io] von io 
(gemiiB Def. A) und zugehOrigen Wert W[3(io)] von F[f; {m:[io], H; T}] 
gilt nun: 
10 die ganz in in(n= 1, ... , Y) liegenden Intervalle der Zerlegung 
S[io] liefern einen Wert W[3(in)] von F(f; {m:[in ], En; T}], fiir welche 
(54) gilt; fur die an und bn (beide zu E gehorend) enthaltenden Intervalle 
aus S(io) ist der Beitrag zu W[3(io)] gleich Null, wie aus t(an) = t(bn) = 0 
folgt; 
38) Man wende das allgemeine Resultat (y) diesel' FuJ3n. an: 
In io == (a, b) existiere das allgemeine R. Integral von / in bezug auf T. 
Zu willkfulich positivem 1) gibt es dann eine Menge Eo von endlich vielen Punkten 
x mit T[{x}]"",O und eine Riemann·Klasse m[io], so daJ3 die {m[i,,], Eo; T}.Zer-
legungen liefern: 
O-;£F[o][f; {m[io], Eo; T}]-F[u] [f; {m[io], Eo; T}]<1). 
Beschranken wir uns auf {m[io], Eo; T}-Zerlegungen, bei welchen die Punkte 
p, g, mit a<p<g<b, ¢Eo (und iibrigens willkfulich) als "uneigentliche" Trennungs-
punkte auftreten (damit ist gemeint daJ3 in einer solchen Zerlegung Intervalle 
i(p), i(g) auftreten, die Teil sind del' durch m[io] den Punkten p und g zugewiesenen 
Umgebungen), und ereetzen wir / durch die Funktion /0, =/ in den Punkten von 
[p, g], und =0 in den Punkten von io-[p, g], so folgt aus (ex) fiir die derartig 
eingeschrankte Klasse von Zerlegungen, welche wir {mO[io], Eo; T}-Zerlegungen 
nennen, und fiir /0: 
(p) O-;£F[o][fo; {mO[io], Eo; T}]-F[u][fo; {mO[io], Eo; T}]<1). 
Jeder Wert W von F[fo; {mO[io], Eo; T}] ist del' Beitrag aller derjenigen Zer-
legungsintervalle einer {mO[io], Eo; T}-Zerlegung von i o, die mit [p, g] einen nicht-
leeren Durchschnitt haben, zu dem korrespondiel'enden Wert von F[f; {mO [io], Eo ; T}], 
und liegt ebenso wie flo /0 dT = f[p,a] / dT zwischen den F[o] und F[u] von (P). 
Somit ist 
(y) I f[p,a] f dT- WI <1), wobei W "Beitrag" im obigen Sinne von [p, g] zu einem 
willkfulichen Wert von F[f; {mO[io], Eo; T}]. 
Analoge Ungleichheiten wie (y) gibt es fiir fca,p] f dT und f[p,b) f dT, wobei 
a<p<b, p ¢ Eo, und die zugehorigen "Beitrage" von (a, p] bzw. [p, b) zu den 
Werten von F[f; {m[io], Eo; T}], bei welchen pals "uneigentlicher" Trennungs-
punkt auftritt. 
39) F[f; {m*O[i,,], 0; T}] gehe dabei in analoger Weise aus F[f; {m*[i,,], 0; T}] 
hervor wie F[f; mO[io], Eo; T}], in FuJ3n. 38, aus F[f; {m[io], Eo; T}]. 
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2° jedes weitere Intervall aus 3(io), welches Umgebung eines Punktes 
x E E ist, liefert zu W[3(io)] ebenfalls einen Beitrag Null [f(x) = 0]; 
3° ftir endlich viele n> 'jJ gibt es ein einzelnes Intervall (pn, qn), mit 
pn, qn "uneigentliche" Trennungspunkte von 3(in), zusammenfallend mit 
oder Teil von in, und mit "Beitrag" W[3((Pn, qn))] zu einem Wert von 
F[f; {m:*O[in ], 0; T}], wobei: 
(56) If[Pn,qnl f dT - W[3((Pn, qn))]1 < e/2n- 1• 
Mit (54) und (56), und (53) folgt: 
00 v 
I I fin f dT - W[3(io)]1 ~ I I fin f dT - W[3(in)] I + 
n~l n~l 
00 00 
+ I' 40) If[pn,qnl t dT- W[3((Pn, qn))]1 + I' 40) 3w[in, f; T] + 
n~v+l n~v+l 
00 v 00 
+ I w[in, f; T]< I e/2n+ I e/2n- 1 +4e<6e, 
n~v+l n~l n~v+l 
also allgemein 
00 
I I fin f dT - F[f; {m:[io], H; T}]I < 6B. 
n~l 
Somit existiert fio f dT, mit 
00 
fio f dT= I fin f dT. 
n~l 
Aus Theorem 5 (zweite Halfte) (in I, § 2) und Theorem 20, und 
/-IT=mT ftir die Mengen mit mT-MaB (II, § 4, letztes Korollar) folgt, 
durch Betrachtung der Konstruktionsprinzipien der Definition J 2 (bei 
f/J = T), das 
Theorem 21. Jede Funktion f, welche ftir die Mengen des K6rpers K 
(I, § 1) ein spezielles De-St. Integral- oder (was auf dasselbe hinauskommt) 
ein Pe-St. Integral in bezug auf T hat, hat auch ftir diese Mengen ein 
allgemeines Riemann-Integral in bezug auf T von gleichem Werte. 
§ 16. Die Definition Dbis (II, § 7) ftir allgemeine R. Integration in 
bezug auf f/J wurde nach Analogie einer Definition ftir das LS-Integral 
in bezug auf m<[J gebildet. Zu einer abweichenden, vermutlich 41) weiter 
reichenden Definition Dter wird man geftihrt, wenn man eine gewisse 
Analogie mit den Definitionen F*, G* und H* gelten laBt 42). Also: 
Definition Dter. Ein unbestimmtes allgemeines Riemann-Integral 
in bezug auf f/J der Funktion f in io ist gleich dem (sodann als existierend 
40) Hier wird summiert uber aIle (endlich vielen) n>v, fur die es ein (p", q,,) ~i" 
in der betrachteten {m:[io], H; T}-Zerlegung von io gibt. 
41) Vergl. zu dieser Vermutung analoge Verhiiltnisse loc. cit. 28), S. 149, 
150 (§ 12). 
42) Vergl. auch die Bemerkung am Ende von § 14. 
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vorausgesetzten) unbestimmten allgemeinen R. Integral in bezug auf T 
in io [gemaB Def. Obis (II, § 7)] der Funktion fO, welche in den Punkten 
x Eio, in welchen DT;x(/J existiert, gleich f(x).DT;x(/J ist (± =·0=0), 
und in den tibrigen Punkten von io (eine Menge vom mT- und somit 
auch ,uT-MaB Null) z.B. gleich Null genommen wird. 
The 0 rem 2 1 bis. J ede Funktion f, welche f tir die Mengen des Karpers 
K (I, § 1) ein spezielles De-St.- odeI' ein Pe-St. Integral in bezug auf (/J 
hat, besitzt ftir diese Mengen auch ein allgemeines Riemann-Integral in 
bezug auf (/J (gemaB Def. Dter) von gleichem Werte. 
Dies ist eine unmittelbare Folgerung von Def. H*, Def. H, Theorem 21 
und Def. Dter. 
§ 17. Theorem 22. In den Punkten x E io, ausgenommen eine Teil-
menge A mit ,uT(A) = 0, hat das unbestimmte allgemeine R-Integral in 
bezug auf (/J (gemaB Def. Dter) eine Ableitung in bezug auf (/J gleich f(x). 
Beweis. Nach Def. Dter ist 1<1>[f; H] SH f d(/J= SH j-DT;x(/J dT, bei 
H ~ io, E K. Das Theorem 14bis (IJbis, § 10) liefert in den Punkten x E io, 
ausgenommen eine Teilmenge B mit ,uT( B) = 0, die Existenz von 
DT;x1<1>[f;H]=f(x)·DT;x(/J. In den Punkten x von io-B, ausgenommen 
eine Teilmenge 0 mit mT(O)=,uT(O)=O (§ 4), ist DT;x(/Jo:j::O 23). Also ist 
in einem solchen Punkte x: 
D<1>;x 1<1>[/; H]=DT;x 1<1>[/; H]·D<1>;x T= 
= f(x) ·DT;x(/J·D<1>;x T = f(x). 
Folgerung. Hat eine Funktion f in io ein unbestimmtes allgemeines 
R-Integral in bezug auf (/J (gemaB Def. Dter), welches identisch Null ist, 
so ist auch f in io identisch Null bis auf eine Teilmenge A mit ,uT(A) = 0 43). 
Das allgemeine Denjoy-Stieltjes Integral und eine Gene-
ralisierung des allgemeinen Riemann-Integrals. 
§ 18. Der in § 13, Anfang angegebene Zusammenhang von (/J, 'IfJ und iX 
(mit iX(X-O)~iX(X)~iX(X+O» ftihrte in § 14 von der Definition des unbe-
stimmten speziellen Denjoy-Stieltjes Integrals als Punktfunktion zu zwei 
seiner Definitionen als Mengenfunktion. Ausgehend vom unbestimmten 
allgemeinen D.-S. Integral als Punktfunktion 44) erhalt man in dieser 
Weise ebenfalls zwei Definitionen des allgemeinen D.-S. Integrals als 
M engenfunktion, und zwar: 
Definition J 1o, aus der Def. J 1 hervorgehend durch Anderung von 
"spezielles' in "allgemeines", und der Forderung unter b): "Konvergenz 
43) Vergl. IIbi., § 10, Folgerung. 
44) Vergl. etwa loco cit. 23h S. 303, 304; man beachte da13 Lebesgue bei seiner 
Behandlung der "Totalisationen", in Abweichung von Denj oy, mit abgeschlossenen 
Mengen statt perfekter (und abzahlbarer) Mengen vorgeht. 
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der Reihe der Oszillationen" in "Konvergenz der Reihe der absoluten 
Werte von f(pn.qn) (DS)ld1>" (DS solI sich hier aufdas allgemeine D.-S. 
Integral beziehen); 
und, mit dieser aequivalent, die 
Definition J 2o, in derselben Weise aus Def. J2 hervorgehend wie J 10 
aus Jl. 
Es gibt ebenso weit ftihrende Integrationen vom Perron-Stieltjes Typus 45). 
Bemerkung. 1st 10 die in io zu i (gemiiB § 14, Bemerkung) adjungierte 
Funktion, so existieren die unbestimmten allgemeinen DS-Integrale von 
I tiber die zum Karpel' K geharenden Teilmengen von io in bezug auf 
1> und die unbestimmten allgemeinen DS-Integra.le von 10 in bezug auf, 
T tiber dieselben Mengen gleichzeitig, und haben ftir jede solche Menge 
denselben Wert. 
§ 19. Definition K. Ein unbestimmtes allgemeines RO-Integral in bezug 
aul T von I in io ist eine ftir die Teilmengen von io und E K beschriinkt 
additive endliche Mengenfunktion, welche sich durch folgende Konstruk-
tionsprinzipien mittels transfiniter Induktion erhalten liiBt: 1. ftir {~} C io 
ist f?;}/dT=/(~)·T[{~}] (ev. mit ± 00·0=0); 2. existiert das RO-Integral 
ftir jedes Intervall (p, q) C (c, d) ~ io, so soIl der Grenzwert 
lim f?v.q) I dT existieren; dieser ist dann der Wert von f?c.d) I dT; 
v-->-c. q-->d; 
c<:lJ<q<d 
3. die beschriinkte Additivitiit ftihrt von Integralen tiber (p, q), {q}, (q, r) 
(bei p<q<r) zu dem Integral tiber (p, r); 4. IX) es soIl eine in io tiberall 
dichte Menge von disjunkten, keiner VergraBerung fiihigen (offenen) 
Intervallen un(n= 1,2, ... ) geben, auf deren jedem es ein unbestimmtes 
allgemeines R-Integral von I in bezug auf T gibt; dann ist das unbestimmte 
allgemeine RO-Integral in jedem in gleich dem R-Integral in dem 
in: fO I dT = f I dT; f3) jede perfekte Teilmenge P von i o' (io - I in) (mit 
(n) 
den Endpunkten c, d), welche die Eigenschaft hat, daB in den in bezug 
auf (c, d) komplementiiren Intervallen von P das (unbestimmte) RO-
Integral schon bekannt ist, solI eine Sttick 111 (mit den Endpunkten p und q) 
enthalten, derartig daB: a) I tiber 111 ein LS-Integral in bezug auf /-tT 
(II, § 4) hat; b) die absoluten Werte des RO-Integrals tiber die zu 111 
komplementiiren Teilintervalle (Pn, qn) von (p, q) eine konvergente Reihe 
bilden; dann ist der Wert von f?:lJ. q) I dT gleich 
00 
fm-[{p}+{q}] (LS) I d/-tT+ I f?pn.qn) I dT, 
n~l 
woraus dann auch ein analoges Verhiiltnis ftir aIle perfekten Teilmengen 
von 111 folgt 46). 
45) Sie werden erhalten durch Spezialisierung von weiter reiohenden Definitionen 
unserer Arbeit: Das allgemeine Perron-Stieltiessche Integral, Math. Ann. 116 (1938), 
76-103, insbes. S. 89-99 (Def. A 2 , B 2, 9-11 u. die Satze 12, 13). 
46) Vergleiohe 100. oit. 23), S. 227-231. 
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Neben dieser konstruktiven laBt sieh leieht eine deskriptive Definition 
des unbestimmten RO-Integrals in bezug auf T bilden 47). 
Definition L. Ein unbestimmtes allgemeines RO-Integral in bezug 
auf f/> der Funktion f in io ist gleieh dem (sodann als existierend voraus-
gesetzten) unbestimmten allgemeinen RO-Integral in bezug auf T in io 
[gemaB Def. K] der Funktion fO, welehe in den Punkten x E io, in 
welehen DT;if/> existiert, gleieh f(x)·DT;if/> ist (± =·0=0), und in den 
ubrigen Punkten von io (eine Menge vom ,uT-MaB Null) z.B. gleieh Null 
genommen wird. 
Theorem 23. Jede Funktion f, welehe fur die Mengen des Korpers K 
(I, § 1) ein allgemeines DB-Integral in bezug auf f/> hat, besitzt fur diese 
Mengen aueh ein allgemeines RO-Integral in bezug auf f/> von gleiehem 
Werte. 
Beweis. Dies folgt bei f/> - T sofort mit Theorem 19 (IIbiS, § 12), 
Def. J 20 und Def. K. 
Der Fall eines willkurliohen f/> folgt darauf mit der Bemerkung in 
§ 18 und Def. L. 
Die Totalisation von Reihen als Spezialfall von Denjoy-
Stieltjes Integration. 
§ 19. Die speziellen und allgemeinen Totalisationen von Reihen 48) 
lassen sieh, wie die speziellen und allgemeinen DB-Integrationen von 
Funktionen, als besehrankt additive endliehe Mengenfunktionen fur die 
Teilmengen von io = (a, b), E K (I, § 1) auffassen; dabei ist der Wert 
einer solehen Mengenfunktion fur io das spezielle bzw. allgemeine Total 
der zugehorigen Reihe. Betraehtet wird eine endliehwertige Funktion On 
auf der Menge der naturliehen Zahlen n= 1, 2, ... , mit a<On<b; On'i=On", 
bei n'i=n". E sei die in io liegende Menge der abzahlbar vielen Werte On; 
dureh sie wird dasTotalisationsverfahren bestimmt. 
00 
Fall 1. Das unbestimmte spezielle Total T(sp) einer Reihe I Un in bezug 
n-l 
auf die Funktion On in io ist eine fur die Teilmengen von io und E K 
besehrankt additive endliehe Mengenfunktion, welehe sieh dureh folgende 
Konstruktionsprinzipien mittels transfiniter Induktion erhalten laBt: 
1. ffir {On} (ii = 1, 2, ... ) ist T(sp) [I Un; {On}] = Un; 2. existiert das spezielle 
(n) 
Total ffir jedes Intervall (p, q) C (c, d) ~ io, so solI der Grenzwert 
47) Vergleiche § 14, Definitionen J 1, h. 
48) Siehe A. DENJOY, Ler;ons sur le calcul des coefficients d'une serie trigonome-
trique. Tome 4, premier fascicule 1949, S. 343-388, insbes. S. 343-353, wo der 
Autor sich auf die ,allgemeine' Totalisation beschrankt, und auI3erdem mit rechts-
abgeschlossenen Intervallen anstatt Mengen E K als Grundbereiche arbeitet (vergl. 
hier §§ 13, 13bia u. 14). 
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lim T(sp) [I Un; (p, q)] existieren; diesel' ist dann del' Wert von 
p-->c, q-->d; (n) 
c<p<q<d 
T(sp) [ I Un; (c, d)]; 3. die beschrankte Additivitat ftihrt von Totalen tiber 
(n) 
(p, q), {q}, (q, r) (bei p<q<r) zu dem speziellen Total tiber (p, r); 4. jede 
perfekte Teilmenge P von io (mit den Endpunkten c, d), welche die 
Eigenschaft hat, daB in den in bezug auf (c, d) komplementaren Inter-
vallen von P das (unbestimmte) spezielle Total schon bekannt ist, soIl 
ein Sttick w (mit den Endpunkten p und q) enthalten, derartig, daB: 
a) bei w' E =1= 0 und allen eni E W· E die korrespondierende Teilreihe 
I(W'E) uni absolut konvergiert; b) die Oszillationen des unbestimmten 
(i) 
speziellen Totals in den (offenen) zu w komplementaren Teilintervallen 
(pk, qk) von (p, q) 49) eine konvergente Reihe bilden; dann ist del' Wert 
von T(sp) [ I Un; (p, q)] gleich 
(n) 
00 
I(W'E-[{p)+{q))) Uni+ I T(sp) [ I Un; (Pk, qk)], 
(j) "'~1 (n) 
woraus ein analoges Verhaltnis ftir aIle perfekten Teilmengen von 1JJ folgt. 
Bemerkung. Bei einer eineindeutigen stetigen Abbildung von io auf 
ein Intervall wo, bei welcher die Aufeinanderfolge del' Punkte dieselbe 
bleibt, geht die abzahlbare Menge E in eine Menge F tiber. 1st nun 
'{}n E F Bildpunkt von en E E (n= 1,2, ... ) und ordnet man auch {}n das 
Glied Un del' Reihe I Un zu, so liefert die spezielle Totalisation von 
(n) 
I Un in bezug auf {}n in Wo dasselbe Resultat wie die in bezug auf en in i o• 
(n) 
Das Resultat hangt somit nul' von del' Anordnung del' en ({}n) abo 
F all II. Die Definition de8 unbe8timmten allgemeinen Tota18 T einer Reihe 
00 I Un in bezug auf die Funktion en in io geht aus del' Definition unter 1. 
n~l 
hervor durch Anderung von "spezielles" in "allgemeines", von T(sp) in T, 
und von del' Forderung unter b) : "Konvergenz del' Reihe del' Oszillationen" 
in: "Konvergenz del' Reihe del' absoluten Werte von T[I Un; (Pk, qk)]" 50). 
(n) 
Bemerkung. Die vorangehende Bemerkung gilt auch ftir diesen Fall. 
Wir haben absichtlich die Definitionen in einer Form geschl'ieben, die 
sich am besten bei denen del' Definitionen J 2 (§ 14) und J 20 (§ 18) des 
speziellen bzw. allgemeinen DS-Integrals anschlieBt. Denn dadurch ist 
folgendes Theorem unmittelbar klar: 
00 
Theorem 24. 1st I OI.n eine konvergente Reihe von positiven Zahlen, 
n~l 
so gibt es in io eine ftir die Mengen von K (I, § 1) eindeutig bestimmte 
49) Die Oszillation in einem (pk, qk) ist dabei die obere Grenze der IT(SP) [1 Un; (r, 8)] I 
bei allen (r, 8) ~ (pk, qk). (n) 
50) Vergleiche insbes. lac. cit. 48), S. 345-351. 
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beschrankt additive Mengenfunktion lP, mit lP[{en}] = IXn in den Punkten en 
(siehe den ersten Absatz dieses Par.); flir jedes Teilinterval i ~ io ist 
dann lP[i] = IlP[{enk }], wobei summiert wird libel' all en Ei. 
(k) 
Notwendig und hinreichend zur Existenz des unbestimmten speziellen 
00 
[allgemeinen] Totals T(sp) [T] del' Reihe I Un in bezug auf die Funktion 
n~l 
en (n= 1,2, ... ) in io ist die Existenz des unbestimmten speziellen 
[allgemeinen] DS-Integrals einer Funktion 1 in io in bezug auf lP, wobei 
1=0 in den Punkten von io-E (E wie im ersten Absatz dieses Par.), 
und = Un in jedem Punkte en. 
iXn 
Dabei ist dann immer: 
T(sp) [ I Un; i o] = das sp. DS-Int. Sio (DS) 1 dlP [T[ I Un; i o] = 
~ ~ 
= das allg. DS-Int. SiO (DS) 1 dlPJ . 
00 
Bemerkung. Die Wahl der konvergenten Reihe I iXn, mit iXn>O, 
ist ohne EinfluB auf die Werte der Integrale. n~l 
